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u n d  N e u b e r e c h n u n g  a m  S p i n e l l - T y p  

Von 

Richard Fischer und Herbert Ludwiczek 
Aus dem Insti tut  ffir Mineralogie und Kristallographie der Univer'sit/tt Wien, 

Osterreich 

(Eingegangen am 31. Oktober 1974) 

Computer Programs/or the Calculation o/Madelung Constants 
and Their Recalculation/or Spinel Type 

According to the formulas of Bertaut and Ewald two com- 
puter programs for the calculation of the Madelung constant 
have been written. The ~adeIung constants have been com- 
pared with values given in literature. There have been dif- 
ferenees only in ease of spinels. The new eornputed values are 
Iisted in this paper. 

Bei Bet rachtung tiber die Stabilit/tt yon Kris ta l ls t rukturen unter  
Zugrundelegung des elektrostatischen Modells werden die Maddungschen 
Zahlen yon  verschiedenen Strukturmodel len benStigt. Zwei vonein- 
ander unabhangig  erstellte Rechenprogramme zur Berechnung dieses 
elektrostatischen Anteils der Gitterenergie sollen hier beschrieben 
werden. 

D a s  G i t t e r e n e r g i e p r o g r a m m  B e r t a u  (R. F.) 

Das P rog ramm Ber tau  gestat tet ,  elektrostatische Gitterenergien 
yon  Ioncnkrist~llen aller zentrischen und azentrischen Raumgruppen  
zu berechnen. Aus den iibliehen Ang~ben (A~omparameter, Sym- 
metrie, Git terkonstante)  wird der Madelunganteil der Gitterenergie 
naeh Bertaut 1 bereehnet. Diese Bereehnung erfolgt naeh der Formel  

w = wl - -  w2 + w3 (l) 
wobei 

Wl - -  2 ~ V ~2 exp (2) 

1 
- -  V K • qfi (3) w2 2 ~ j 

wa =- 1/2 ~ ~' qi qj E R F C  ( V~ K rtl) (4) 
i=kj ri] 

ist. 
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Diese Beziehungen entspreehen fast vollkommen den Formeln (44), 
(46) und (47) yon Bertaut 1. Auch die Bedeutung der Symbole m6ge 
dieser Arbeit entnommen werden. 

Das Progr~mm gibt auger den gitterenergetischen Werten 
(Coulombsehe Strukturfaktoren, Einzelwerte ffir ws, ,,Madelungsche 
Zahlen" bezogen auf Einheitszetle, Formeleinheit bzw. kleinsten Ab- 
stand) je nach Programmsteuerzahlen auch die (ggf. speziellen) sym- 
metrischen Punktlagen in der Einheitszelle und dig interatomaren 
Abstgnde aus. Entsprechend der Dimensionierung des Programms 
dfirfen in der asymmetrischen Einheit max. 30 verschiedene Atom- 
sorten (N) enthalten sein. DiG h6ehste Zghligkeit der allgemeinen 
Punktlage (M) darf 192 betragen, wobei jedoch N * M  4 2400 bleiben 
mu[~. 

Das  P o t e n t i a l p r o g r a m m  E l p o t  (H. L.) 

Die elektrostatische Gitterenergie U 

V = � 8 9  2] q ~ E  qJ - � 8 9  (5) 

wobei der Index i dig Ionen in der Elementarzelle Z z~hlt, j fiber alle 

Ionen ls q die Ladung des Ions und r der Ortsvektor des Ions ist, 
wird folgendermal~en berechnet 2. 

u~ = P~ (~) + P~ (r~) (6) 

P1 ('r~) ~- ~x-V" ~ t ~ q~ " e-U~i ( l ' r~) t  " e2r~i ( l ' r i )"  
! 

1 . exp - -  ~ I~12 (7) 
Ill 2 

(~)  = Z ~" = , 
IRL 

= V+ r5 (S) 

Der Wert der Zahl E ( ) 0 )  bestimmt das Konvergenzverhalten 
der beiden Reihen in (7) und (8) und kann nach den Erfordernissen 
dos speziellen Problems beliebig gew~hlt werden. Wenn in der l~,eihe (8) 

= O ist, wird dieser Summand durch - -  2-= E ersetzt; das bedeutet, 

dait der Aufpunkt, der mit einem Gitterpunkt zusammenf/~llt, aus 
der Reihe (5) ausgenommen wird. 
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Der dreidimensionale Laufindex - - ( u ,  v, w) der beiden Teil- 
summen P1 und P2, der den Ursprung der / - ten  Zelle im direkten bzw. 
reziproken Gitter bedeutet, wird nach folgendem Schema erzeugt: 

1. :J= (U, V, W) } mit u = n  [ 
2. i ( v , w , u )  - - n  <~ v<~ + n  
3. ~ ( w , u , v )  - - n ~ w ~ - ~ n  n : 0 ,  1 , 2 , 3  . . . .  
4. ~ ( n , n , n )  
5. J= ( n , n , - - n )  I 
6. ! (n, - -  n, n) I 
7. ] 

Der direkte bzw. reziproke ]~aum wird also nach ,,Parallelepiped- 
Schalen" Sn abgetastet. Die l%eihen werden abgebrochen, wenn fiir 
ein n alle Summanden kleiner als eine vorgegebene Schranke (z. B. 
10 -10) sind. 

R e c h e n g e n a u i g k e i t  

Mit beiden Programmen wurden Madelungsche Zahlen verschiedener 
Strukturen berechnet, wobei die so erhaltenen Werte miteinander 
sowie auch mit den in der Literatur 3 ver6ffentlichten auf mindestens 
fiinf Digitalstetlen fibereinstimmten. So wurden Madelungsehe Zahlen 
fiir NaC1, CsC1, ~-Al~03, Rutil und Wurtzit  bereehnet. Theoretisch 
kann mit den Formeln nach Ewald das Potential bzw. nach jenen yon 
Bertaut die elektrostatische Gitterenergie beliebig genau berechnet 
werden. Praktisch ist jedoch die Genauigkeit durch das endliche Zah- 
lenvolumen einer Rechenmaschine begrenzt. Dieses wirkt sich u. a. bei 
Summationen dadureh aus, dab in den Reihen die Summanden keinen 
Beitrag mehr liefern, wenn der Summand eine gewisse absolute Gr6i~e 
unterschreitet. Bei Rechnungen mit einfacher Genauigkeit an der von 
uns verwendeten IBM 360/44 umlaut die Mantisse yon Gleitkomma- 
zahlen nur sechs Hexadezimalstellen, was etwas mehr als sieben Dezimal- 
stellen entspricht, wodureh eben die oben angefiihrte Sicherheit der 
Berechnungen begriindet werden kann. So hat z .B.  Emersleben 4 die 
Madelungsche Zahl fiir NaCl mit 1,74756459... ,  wir mit 1,747563 
berechnet. Beim Vergleich von Madelungschen Zahlen eines Struktur- 
typs und Verwendung Ones der beiden Programme bei ~hnlieh gehal- 
tenen Rechenbedingungen hingegen darf die relative Genauigkeit 
um etwas mehr als eine Zehnerpotenz besser angenommen werden. 

Madelungsehe Z a h l e n  des  S p i n e l l - T y p s  

Bei der Spinell-Struktur ergaben sich jedoeh gewisse Differenzen 
zu den in der Literatur ver6ffentlichten Werten 5, 6 Da einerseits die 
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gegenseitige ~bereinst immung zwischen den beiden Programmen in 
allen bisher berechneten Fallen und andererseits die ~bereinst immung 
der beiden Programme mit  den eben angefiihrten Li teraturdaten 
befriedigend ist, sind wir sicher, da~ die hier neu berechneten Spinell- 
Daten innerhalb der angegebenen Fehlergrenzen zuverl~ssig sind. 

Da bei neueren Arbeiten diese ungenauen Madelungschen Zahlen 
der Spinell-Typen sehr oft beniitzt werden 6, 7, sollen (Tab. 1) die neu 
berechneten Werte zusammen mit  den bisher verwendeten ~, 6 ange- 
geben werden. Da der Bezug der Madelungsehen Zahlen auf kfirzesten 
Katiorl--Anion-Abstand, drain, im wesentliehen nur bei bingren Ver- 
bindungen aussagekrs ist, wurden diese in Tab. 1 auf die Gitter- 
konstante a ~ 1 bezogen. Die Werte yon Hoppe G wurden daher unter 
Verwendung des in Tab. 1 angegebenen dmin umgereehnet. 

Wie aus Tab. 1 zu ersehen ist, erzielen Bereehnungen mit  den hier 
besehriebenen Programmen gegeniiber den Werten yon Verwey ~ beim 
Spinell 4 eine gr61]ere Genauigkeit. Bei den Spinellen 1 und 3 hingegen 
ist die [ lbereinst immung nur mehr dann gegeben, wenn der Sauerstoff- 
Parameter  (in zentrischer Aufstellung) ~ betr~gt. Bei allen anderen 
Sauerstoff-Parametern treten jedoch deutliehe Abweichungen anti 
Vermutlich wurden yon Verwey 5 bei diesen Spinellen die ueutrMen 
Polyeder naeh Evjen s sehlecht gew/ihlt. Die Madelungschen Zahlen 
der Spinelle 1 und 2 nach Hoppe 6 st immen mit  den bier bereehneten 
genau fiberein; lediglieh beim Spinell 3 lieferten unsere Berechnungen 
vollkommen andere Werte. Eine Diskussion fiber das Stabilit&tsver- 
halten der Spinelle bleibt einer sp/iteren Arbeit vorbehalten. 

Herrn Prof. Dr. J.  Zemann m6chten wir fiir wertvolle Anregungen 
und Diskussionen danken. Die Reehnungen konnten dankenswerter- 
weise an der IBM 360 des Interfakult~tren Reehenzentrums der Uni- 
versir Wien durehgefiihrt werden. 
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